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Suites de fonctions

Dans ce chapitre, I est un intervalle de R non réduit a un point. On définit /' : I->Ket f : I-K.

1. Convergence simple et convergence uniforme

r.1. Convergence simple

Définition :
H On dit que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers f sur I si Vx€/l, (f,(x)) converge vers f(x).

Remarque :
Pour étudier la convergence simple d'une suite de fonctions, on fixe x€1I et on étudie la suite de scalaires (f, (x)).

La convergence simple est une convergence ponctuelle.

Remarque :

(f,) converge simplement < YV x€l, Ve>0, ANeN telque Vn=N,

fulx)=f(x)[<e.

Définition :
H Si (f,) converge simplement vers f sur I, onditque f est limite simple de la suite de fonctions ( f,) sur /.

Propriété :
‘ Si elle existe, la limite simple de ( f,) sur I est unique.

Propriété :
‘ Si J est un sous-intervalle de I etsi (f,) converge simplement sur /, alors (f,) converge simplement sur J.

Proposition :
Soient (f,) et (g,) €(Z (I, K))N telles que (f,) converge simplement vers f sur [ et (g,) converge simplement

vers g sur I. Alors V (A, u)€K®, (A f,+ug,) converge simplement vers A f+pu g sur 1.

Proposition :
Soient (f,)€(F (1, K))N, feF(I,K), telles que (f,) converge simplement vers f sur /.
1. SiVneN, f,estcroissantesur [, alors f est croissante sur /.
2. Si VneN, f, estdécroissante sur I, alors f est décroissante sur I.
3. Si VneN, f, estconvexesur I, alors f estconvexe sur I.
4. Si VneN, f, estconcavesur I, alors f est concave sur /.

Exemple :
1
nsi xe|0,— 1 |
Si I=]0,+o[, n=>1, et f,= " Soit x€I, ——0 donc An,EN tel que V n=>n,, —<x.
1 n n
— 8l XE|—,+© f
x n
< 1 o 1
Clest-a-dire ¥V n=>n,, f,(x)=—, doulim f, (x)=—.
x X

n—ow

Soit Vx>0, f : x|—>l. (f,) converge simplement vers f sur /.
x
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I.2.

Convergence uniforme

Définition :

On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur I si Ve>0, INEN tel que
Y n>N, Vxel,

falx)—f(x)<e.

Remarque :
Cerang N ne dépend que de ¢ : il est uniforme en x.

Définition :

H Si (f,) converge uniformément vers f sur I, onditque f est limite uniforme de la suite de fonctions (f,) sur /.
Proposition :

‘ Si (f,) converge uniformément vers f sur I, alors (f,) converge simplement sur /. La réciproque est fausse.

3. Caractérisation de la convergence uniforme

Théoreme :

La suite (f,) converge uniformément vers f sur I < Jn,eN tel que Vn=>n,,
fu—f estbornée et || f,(x)— f(x)[l.., = 0.

n—ow

Preuve :
= : (f,) converge uniformément vers f sur I donc V>0, INEN tel que Vn=N, Vxel, |f (x)-f(x)<e.
Onprend e=1. dn,eN tel que V n=>n,, Vxel, f”(x)—f(x)|<1 . ainsi Vn=>n,, f,—f estbornée.
Soit >0, ANeN telque V=N, Vxel, f,,(x)—f(x)‘<6. Ainsi par passage au sup a gauche
ona Vn=N, | f,—fll, ;<e. Donc ||fn_f|oo,1nj’w0-
< : SidneN telque Vn=n,, f,—f estbomnée, alors (||f,—fll, ) estdéfinie pour n>n,. De plus, cette suite
converge vers 0 donc pour £>0, INEN tel que Vn=N, ||f,—fl, ,<e = |f,(x)=f(x)<e.
Il y a donc convergence uniforme de ( f,) vers f sur I.
Corollaire :
Si VneN, f, estbornéesur [ etsi f estbornée sur /, alors :

(f.) converge uniformément vers f sur I < (f,) converge vers f ausensde || ||, ;.

Si on munit AB(1,K) de || |, ;,, (f,) converge vers f ausensde || |, , < ||f”—f||w,,nj>w0.
Théoréme :
(f,) converge uniformément vers f sur I < I(x, )€ R" et n,€N tels que
-Vn>n, Vxel, fn(x)—f(x)|<o<n
—o, = 0.
Preuve :
SN BN o . _|0sineg[0,n,—1]
= : D'apres le théoreme précédent, In,>1 tel que Vn=n,, f,—f estbornée. On pose x,= )
||fn_f||eo,[ 1 n>n0
Par construction, V' n=n,, Vx€l, |f (x)=f(x)|<lf,~fll,,=, orlf,—fl., = 0 dapresle
théoreme précédent. Donc «, — 0.
< : Si3(x,)eR" et n,eN tels que Vn=n,, Vxel,

[o(x)=f(x)[<e, et o, = 0, alors Vn>n,,

Alors ¥V n>n,, O<||f —fll, ,<«,. Ainsiparencadrement, ||f,—f|,, = 0.

T n—0

Donc par théoreme, (f,) converge uniformément vers f sur /.



Proposition :
Si (f,) converge uniformément vers f sur /, alors V(xn)EIN, la suite (f,(x,)—f(x,)) converge vers 0.

Preuve :
Par théoréme, In €N tel que Vn=>n,, f —f est bornée et ”f"_wavln:oO'

Alors V x,€1, 0<|f,(x,)—f(x,)

<|[[f,—fll,,, etdonc par théoréme d'encadrement, f (x,)—f(x,) — 0.

n—o

Théoreme :

Si A(x, )€l " telle que (f ,(x,)— f(x,)) ne converge pas vers 0, alors (f,) ne converge pas uniformément sur /.

r.4. Convergence uniforme locale

Définition :
On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément localement vers f sur I si (f,) converge uniformément
vers f sur tout segment inclus dans 7.

Proposition :
‘ La convergence uniforme locale implique la convergence simple.

Preuve :
Soit x,€7. On suppose que (f,) converge uniformément localement vers f sur I, c'est-a-dire que (f,) converge

uniformément vers f sur tout segment inclus dans /. Or x,€/ donc il existe un segment J inclus dans /
tel que x,€J. (f,) converge uniformément vers f sur J, donc (f,) converge simplement vers f sur J.
Ainsi f, (x,) = f(x,), cequiimplique que (f,) converge simplement vers f sur I.

n—oo

Proposition :
‘ La convergence uniforme implique la convergence uniforme locale.

Preuve :
Soit J<I. O<||f,—fll, ,<||f,—fll..,, donc par encadrement ||/ — f|, , = O et f,—f estbornée sur J.
» ’ 'Y n—®
Ainsi par théoreéme, (f,) converge uniformément vers f sur J, ce qui implique que ( f,) converge unifomément
localement vers f sur /.

Remarque :
La convergence uniforme sur tout segment de / n'implique pas la convergence uniforme sur /.

1.5. Plan d'étude des convergences simple et uniforme d'une suite de fonctions

On veut étudier la convergence simple et la convergence uniforme de (f,) sur /.
1. Convergence simple : On fixe x€I et on étudie la suite (f,(x)). On détermine alors la limite simple f et
le domaine de convergence simple.
2. Convergence uniforme : (f,) converge simplement vers f sur I, on forme alors ¢,=f,—f.

— Si le calcul est simple, on détermine ||@,||,. ;. On sait alors par théoréme si il y a convergence uniforme.
— Sinon, on cherche une suite («,) de réels positifs ne dépendant pas de x telle que V x€1,

£, (x)= f(x)|<ex, et «, — 0, on aalors la convergence uniforme par théoréme.
— Si on pense qu'il n'y a pas convergence uniforme sur /, on peut chercher une suite (x,) d'élements de I telle

que f,(x,)—f(x,) - 0 : iln'y aalors pas convergence uniforme sur /, on cherche alors les

n—ow

sous-intervalles de I sur lesquels il y a convergence uniforme.



2. Propriétés de la limite uniforme d'une suite de fonctions

2.1. Continuité et limite

Proposition :
Si (f,) converge uniformément vers f sur I, etque Vn€N, f estune fonction bornée sur 7,

alors f est bornée sur 1.

Preuve :

Ve>0, ANeNtelque Vn=N, Vxel, |f,(x)—f(x)[<e.

Donc pour e=1, FIn,eN tel que V n=n,, f”(x)—f(x)Kl.
Ainsi Vxe€I, ||f(x)— [ (¥)]|<1 (deuxigme inégalité triangulaire), donc V x€1, | f(x)|<1+f,,(,(x)‘

fn, estbornée sur I = IAMER, tel que V x€I, |fn0<M0 = Vx€l, |f(x)|[<1+M,, f estdoncbornée sur I.

Corollaire :
Si VneN, f, estune fonction bornée sur / et que f n'est pas bornée sur I, alors (f,) ne converge pas

uniformément vers f sur /.

Théoréme de continuité en un point pour les suites de fonctions :
Soit a€I, onsuppose que V n€N, f estcontinueen a, etque (f,) converge uniformément vers f sur /.

Alors f est continue en a.

Preuve :
Soit £>0. (f,) converge uniformément vers f sur I, donc INEN tel que Vn>N, Vx€el,

fulx)- f )<L,

f estcontinueen a : Ja>0 tel que V x€la—,a+x|[NI, |fN(x)—fN(a)|<§
Soit x€la—a, a+a[N1, |f(x)=f(a)l=[(f (x)= fy () +(fy(x)= Frla))+(fyla)=f(a))
< ()= u )+ wlx) =y (@) +f wla)=fla)] <e.

<£ <
3

w|m

<

w|m

Ainsi f est continue en a.

Théoreme de continuité pour les suites de fonctions :
On suppose que Vn€N, f estcontinue sur I et que (f,) converge uniformément vers f sur /.

Alors f est continue sur /.

Corollaire :
On suppose que ¥ n€N, f estcontinue sur [ et que (f,) converge uniformément localement vers f sur /.

Alors f est continue sur /.

Preuve du corollaire :
D'apres le théoréme de continuité, f est continue sur tout segment J inclus dans /. Soit x,€1.

Il existe un segment J tel que x,€J, donc f estcontinue en x,, ce quiimplique que f est continue sur /.

Remarque :
La continuité sur / est une notion ponctuelle, alors que la converge uniforme est une notion globale.

Corollaire :
Si VneN, f, estcontinueen a€/ etsi f n'est pas continue en a, alors (f,) ne converge pas uniformément

vers f sur [.




Théoréeme de la double limite ou d'interversion des limites :
Soit a€lU{bornes de I dans R}, on suppose que VneN, f admet une limite finie /, en a et que (f,)

converge uniformément vers f sur /. Alors (I,) converge et si /=lim [,, alors lim f(x) existe et vaut /.

n— X—a

Preuve :

Soit e>0. INeN telque V=N, Vxel,

Falo)=f(x)]<E.
Fuep D)=L 2=[F ()= f ()4 £ ()= (2] <
Fre )= f ()5 et |f ()= fu(x)|<E, done |, (x)= £, (x)] <5

2¢

Comme f,,,(x)—f,(x) = [, ,—1,, parpassagealalimite(x—~a)onaVn=N, VpeN, |,  —I[<-—<e.

x—a 3

Soit peN, n=N, et x€l.
Or,

Foip )= f)[+]f (x)= £, ()

Ainsi (I,) est une suite de Cauchy de KN, elle est donc convergente. On note / sa limite.
On étudie ici le cas ot a€R. AN’eN tel que Va=N", |l,,—l‘<§. Soit ny=max(N,N ).

&

lim f, (x)=I, = Ja>0 tel que Vx€la—a,ata[NI, fnn(x)—lnu<§.
Soit x€la—«,a+a|[NI, |f(x)=I| < ‘f(x)—f”o(x)|+ f,ln(x)—lnn+lnn—l| < e.
<% <£ <%

n—o0 n—w0 [ xX—a

Ainsi lim f(x)=[, c'est-a-dire lim [lim fa(x)

:lim[lim f,(x)

X—a X—a

2.2. Echange limite-intégrale

Théoréeme d'échange limite-intégrale pour la convergence uniforme sur un segment :
On suppose que VneN, f estcontinue sur I =[a, b] et (f,) converge uniformément vers f sur [a,b].

) b b
Alors f est continue sur [a, b| et fa 7, jwjlaf.

Preuve :
f est continue par théoréeme de continuité.
b b b b
fa fn_faf‘: J‘a ‘fn_JC‘< J‘a ||fn_f||co,[a,b] :(b_a)”fn_fHoo,[a,bb or ”fn_wa,[a,H njwo car (fn) Converge

b b
uniformément vers f sur [a, b|, donc par encadrement, fu fn—fa f—0.

n— oo

Théoréeme de primitivation pour les suites de fonctions :

Soit a€l. On suppose que VneN, f, estcontinue sur / (I intervalle quelconque), et que (f,) converge

uniformément localement vers f sur /.

On peut alors poser F, : x> f: ft)dtet F : x> f: f(r)dt, bien définies d'apres le théoréme de continuité.

Alors (F,) converge uniformément localement (et donc simplement) vers F sur I.

Preuve :
Convergence simple de (F,) vers F sur I : Soit x&€l. Surle segment [a, x|, chaque f, estcontinue et (f )

n

X X
converge uniformément sur |a, x|. Par théoréme d'échange, f f, - f , Cest-a-dire F, — F.
a a n— oo

n—o0

Convergence uniforme locale de (F,) vers F sur I : Soit [«,B]<I. Onpose c=min(a,x) et d=max(a, B).
Alors [c,d|cI, [«,B]c|c,d], eta€|c,d]|. Donc ¥ x€|«x,B], |a,x]|<[c,d].

F-Fl=|[ g 0-rwal < [0 rifa < [r0-ro)a

d
< fc ||f”—f||oo,[ad]=(d—C)Hf”—f”my[cvd]n::O O sans dépendre de x.
Ainsi par théoreéme, (F,) converge uniformément vers F sur [e, 8], donc converge uniformément localement

Soit x€| «, B].

vers F sur [.



2.3. Théoréme de dérivation pour les suites de fonctions
Théoréeme :
Soient f, : I-K, f : I-K, g : I-K.

On suppose que VneN, f, estde classe ' sur I, que (f,) converge simplement vers f sur I, et
que (f,”) converge uniformément localement vers g sur /.

Alors f est de classe ' sur I, f’=g et (f,) converge uniformément localement vers f sur 1.

Preuve :
Soit a€l. YneN, f,(x)=f,(a)+[ f,(t)dt. Onnote ¢,(x)=] f,’(1)dr.
V neN, f,” estcontinue sur I et ( f,”) converge uniformément localement vers g sur I, donc par théoréme,
g est continue sur /. On peut donc poser ¢ (x)= _[; g(t)dt. Par théoréme de primitivation, (¢,) converge

simplement vers ¢ sur I, et (¢,) converge uniformément localement vers ¢ sur /.
Par ailleurs, (f,) converge simplement vers f sur [, donc f,(a) — f(a), et Vx€I, f,(x) = f(x).

Soit x€/. Par passage a la limite dans la premiére expression de f, (x), ona f(x):f(a)Jrf: glt)dr.
g étant continue sur I, ¢ estde classe ' sur I, donc f estdeclasse @' sur [ et f'=¢'=g.
Comme (¢,) converge uniformément localement vers ¢ sur I et que f (a) converge vers f(a), ona
(f,)=(f,(a)+¢,) converge uniformément localement vers f(a)+¢=f sur I.

Corollaire :

Soient peN”, et Vke|[1,p], g, : =K. Onpose enfin g,=f. On suppose que VneN, f estde

classe " sur I, Y k€0, p—1], fﬁlk) ) converge simplement vers g, sur I, etque ( f(,,p )) converge uniformément
localement vers g, sur [.

Alors f estdeclasse 27 sur I, YV ke[l,p], f¥=g,, et Vke[l, p], (fff)) converge uniformément
localement vers g, sur /.

Preuve :
Récurrence sur p : Onnote H , I'assertion du corollaire pour tout p eN”.

—p=1 : H, estvrai d'apres le théoreme.
— On suppose que H , est vaie pour pEN". Soientalors f, : I-K, et f : I-K. VneN, f, est
de classe """ sur I. On suppose qu'il existe g;,..., g,+; : I =K telles que Y ke|o, p], (f(k)) converge

simplement vers g, sur / et que f f” !

n

converge uniformément localement vers g ., sur /.

Notons i, = f\”). h_estdeclasse ' sur I, (h,) converge simplement vers g,sur I, et h,’ converge
uniformément localement vers g ., sur /. Par théoreme de dérivation, g, est de classe 7' sur I, g,/ =8,
et h, converge uniformément localement vers g, sur /.

Or H , est vraie et la suite (f,) vérifie les conditions de (H ), ainsi f est de classe " sur I, Y=g,

et Vkelo,pl. (£

avec (f(”))’zng.
Donc f estde classe #”"' sur I, f“’“): 8,1, et VkE[0, p+1], fw converge uniformément localement

n
vers g, sur /. Ainsi H

converge uniformément localement vers g, sur /. De plus, f(p " est de classe Z' sur 1

est vraie.
Par récurrence H , est vraie pour tout p€ N*.
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